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摘 要：（正压）“不稳定的必要条件是：�� − d��� d��⁄  在某个区域内至少消失一次，并

且 (�� − ���)��� − d��� d��⁄ �, 其中 ��� 是第一个表达式消失的 ��(�) 的值，至少在区域的某些有

限部分是正的. 尽管这个更强的标准仍然没有提供不稳定的充分条件，但它通常是相当有用

的 ” (Cushman-Roisin & Beckers, 2011, p. 321). 本 文 使 用 的 程 序 和 文 档 发 布 于

https://grwei.github.io/SJTU_2021-2022-2-MS8402/. 
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Abstract: “Necessary conditions for instability are that �� − d��� d��⁄   vanish at least once 

within the domain and that (�� − ���)��� − d��� d��⁄ �, where ��� is the value of ��(�) at which the 

first expression vanishes, be positive in at least some finite portion of the domain. Although this 

stronger criterion still offers no sufficient condition for instability, it is generally quite useful” 

(Cushman-Roisin & Beckers, 2011, p. 321). The programs and documents used in this article are 

published at https://grwei.github.io/SJTU_2021-2022-2-MS8402/. 
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1  Problem 1 

 

1.1  Solution 

假定这流动成立位涡守恒（例如，对正压理想 Newtonian 流体） 

� + �� ��⁄

ℎ�
=

� + �� ��⁄

ℎ�

(1.1) 

和质量（体积）守恒 

��

2
��ℎ� =

��

2
��ℎ�. (1.2) 

关于 ��, �� 的方程组（1.1）（1.2）有实数解，当且仅当 

ℎ� ≥ ℎ� ≔
��ℎ��

�� + ���
. (1.3) 

有实数解时，解为 

�� = ���1 − ��(ℎ� ℎ�⁄ − 1)� ��⁄ , (1.4) 

�� = �����ℎ�
� �ℎ�(��ℎ� − (ℎ� − ℎ�)���)�� . (1.5) 

可见，�� 对 ℎ� 在 [ℎ�, +∞) 上单调递增，�� 对 ℎ� 在 [ℎ�, +∞) 上单调递减，且有 

lim
��→��

�
�� = 0, lim

��→��
�

�� = +∞, (1.6) 

lim
��→��

�� = ���1 + ��� ��⁄ , lim
��→��

�� = 0. (1.7) 

代入 ℎ� = 160 (m) 和其他数据得 
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�� = 0.35 (m s⁄ ), �� = 1.77 × 10� (m). 

若取 ℎ� = 100 (m), 则（1.3）不成立，意味着水流不能流过台阶形成如题图所示的下游

速度剖面. 

 

图 1.1  关于 ��, �� 的方程组（1.1）（1.2）的实数解关于 ℎ� 的图像. 这方程组有实数解，当且仅

当  ℎ� ≥ ℎ� ≔ ��ℎ�� (�� + ���)⁄ = 133.3 (m).  �� 对  ℎ� 在  [ℎ�, +∞) 上单调递增，�� 对  ℎ� 在

 [ℎ�, +∞) 上单调递减. 当 ℎ� → ℎ�
� 时，有 �� → 0�, �� → +∞. 当 ℎ� → +∞ 时，有 �� → sup

�����

�� =

���1 + ��� ��⁄ = 0.87 (m/s), �� → 0�. 
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2  Problem 2 

 

2.1  Solution 

用特征量 �, � 对各物理量作无量纲化： 

�� ≔
��

�
, �� ≔

�

�
, ��� ≔

��

� ��⁄
, (2.1) 

则正压不稳定的 Rayleigh 条件成为： 

��� −
d���

d��
� 

在某区域内变号至少一次. 正压不稳定的 Rayleigh 条件只可能成立在 ��� − d��� d��
�⁄  的

零点附近. 

正压不稳定的 Fjortoft 条件成为：  

(�� − ���) ���� −
d���

d��
�� 

在某区域内恒为正，其中 ��� 是 ��� − d��� d��
�⁄  的零点 ��� 处的无量纲流速. 

更多关于正压不稳定的基本内容，包括正压不稳定的必要条件的推导，参见 Cushman-

Roisin and Beckers (2011). 

题给平均流速度场为 

�� = e���
� �⁄ , (2.2) 

故 

d���

d��
� = −(1 − ��

�)e���
� �⁄ . (2.3) 

从而 ��� − d��� d��
�⁄  在 �� = 0 附近有四个零点，为 

�� = ��,�
� = ±1.115, �� = ��,�

� = ±2.819. (2.4) 

绘出 �� 和 ��� − d��� d��
�⁄  关于 �� 在 �� = 0 附近的图像（图 2.1）. 由图 2.1 可见，

在上述四个零点附近，��� − d��� d��
�⁄  都发生符号改变，故正压不稳定的 Rayleigh 条件在

上述四个零点的任意邻域中都成立. 下面考察正压不稳定的 Fjortoft 条件在上述四个零点附

近的成立情况. 

由图 2.1 易见，在 �� = ��,�
�  的一个邻域中，��� − d��� d��

�⁄  和 �� 对 �� 的单调性相同

（二者对 �� 同增或同减），故 (�� − ���)���� − d��� d��
�⁄ � 在这邻域中恒为正，正压不稳

定的 Fjortoft 条件成立；而在 �� = ��,�
�  的任何充分小的邻域中，��� − d��� d��

�⁄  和 �� 对
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 �� 的单调性相反（二者对 �� 一增一减），故 (�� − ���)���� − d��� d��
�⁄ � 在这邻域中恒为

负，正压不稳定的 Fjortoft 条件不成立. 

于是，存在一个 �� = ��,�
�  的邻域，使得正压不稳定的 Rayleigh 条件和 Fjortoft 条件同时

成立，故在 �� = ��,�
�  附近可能（但不必）发生正压不稳定，纬向传播的扰动可能（但不必）

从平均流场中获取能量而获得不稳定的发展；对任意给定的  �� = ��,�
�  的邻域，只成立

Rayleigh 条件而不成立 Fjortoft 条件，故在 �� = ��,�
�  附近不能发生正压不稳定，纬向传播的

扰动不能从平均流场中获得维持不稳定发展所需的能量. 

 
图 2.1  �� 和 ��� − d��� d��

�⁄  关于 �� 在 �� = 0 附近的图像. 易见，在 ��� − d��� d��
�⁄  的零

点 �� = ��,�
� = ±1.115 （以空心圆符号标注）的一个邻域中，��� − d��� d��

�⁄  和 �� 对 �� 的单

调性相同（二者对 �� 同增或同减），故 (�� − ���)���� − d��� d��
�⁄ � 在这邻域中恒为正，即成

立正压不稳定的 Fjortoft 条件；而在 ��� − d��� d��
�⁄  的零点 �� = ��,�

� = ±2.819 （以空心三角

形符号标注）的任何充分小的邻域中，��� − d��� d��
�⁄  和 �� 对 �� 的单调性相反（二者对 �� 一

增一减），故 (�� − ���)���� − d��� d��
�⁄ � 在这邻域中恒为负，不成立正压不稳定的 Fjortoft 条

件. 由于在上述四个零点附近，��� − d��� d��
�⁄  都发生符号改变，故正压不稳定的 Rayleigh 条

件在上述四个零点的任意邻域中都成立. 
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3  Problem 3 

 

3.1  Solution 

1. 波的性质. 

Farrar (2011)主要讨论了纬向波长，周期，波峰的朝向，经向范围等波的性质. 文中所谓

的正压 Rossby 波的周期约为 29-37 天，纬向波长 10-25 个经度，相速度方向为西南，波信

号主要出现在北纬 10-20 度，波峰大致沿东南-西北朝向. 

2. 可视作正压 Rossby 波的原因. 

为了说明那波可视为某种正压 Rossby 波，Farrar (2011) 的思路是：从经典的正压 Rossby

波的频散关系出发，预测在空间域和 Fourier 频域上波信号的性质；将这性质与观测（经滤

波等处理）比较；结果发现许多观测现象可用经典的正压 Rossby 波的频散关系的解释. 正

如文中所言，“The inference that these are barotropic Rossby waves is based on the fact that the 

variability obeys the barotropic Rossby wave dispersion relation”，“Perhaps the real surprise is that 

the simple interpretation offered here can explain as much of the observed variability as it does”. 

Farrar (2011) 得到的一个主要结论是：1）东太平洋 10°-20°N 的 SSH 变化与靠近赤道的

高能热带不稳定波相关的变化相一致；2）10°-20°N 的这种变化的传播方式与对各向异性罗

斯比波的预期相一致. 总之，这些事实表明，各向异性的 Rossby 波正在从不稳定状态中辐

射出来. 

3. 与本课程介绍的经典正压 Rossby 波的异同. 

相同：Farrar (2011) 讨论的波动的许多现象可用经典正压 Rossby 波的频散关系解释，

故在某种意义上，二者具有相似的频散关系. 

不同：回复机制和传播机制不同. 课程介绍的经典正压 Rossby 波，其产生、回复和传

播都受位涡守恒控制. 而 Farrar (2011) 讨论的波动，其成波机制与 TIW 相关，文中提出两

类产生机制：要么是大振幅 TIW 导致了这波动，要么是不稳定过程同时产生 TIWs 和正压

Rossby 波. 第一类机制可解释为：TIW 向有限振幅的演变导致了“正压化”，或通过非线性

波与波之间的相互作用将能量从斜压运动转移到正压运动. 在第二类机制中，斜压 Rossby

波是不稳定过程的一个固有方面. 
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附录A  本文使用的 MATLAB 程序源代码 

A.1  主程序 

发布于 https://github.com/grwei/SJTU_2021-2022-2-MS8402. 

A.2  子程序 

发布于 https://github.com/grwei/SJTU_2021-2022-2-MS8402. 

 


