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描述

在课上，我们演示了一个充分发展的湍流 Couette 流动（如下图：在两个无限长和 
宽的平行平面壁面之间的渠道中）. 壁面之间的距离为  下壁面是静止的，上
壁在其自身平面内以速度  移动. 假设流动包括两个壁面层，它们在渠道中心线 
处相互匹配. 通过管道流动中的实验证据（Hinze，1959）表明，如果假设任何地 
方的涡黏性都不大于  在湍流 Couette 流动中可以得到一个更精确的速度 
分布表达式. 在此基础上，问：

1. 结合 Boussinesq 涡黏性假说与 Prandtl 混合长度假说，写出涡黏性  的表达式；【5分】
2. 通过分析黏性应力与雷诺应力在  方向上的分布情况，求出涡黏性最大的位置（要求详细过程）；
【10分】
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3. 求出一个更准确的速度分布表达式. （过程详细）【10分】

解

将雷诺分解

代入不可压缩（假设 2A）流体的连续方程 

取时间平均得

将不可压缩的牛顿流体（假设 1）的本构方程 

代入柯西运动方程（Cauchy's equation of motion） 

得

将  代入 ，取时间平均，并考虑 ，得 

Boussinesq 涡黏性假说认为，式  中的雷诺应力项具有与粘性应力项相似的形式：（问：请求关于 

 的符号（据说通常为负？我认为应与  符号相反？）的更完整解释） 
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或

式中 

Prandtl 混合长度假说认为，  （问：此处不严格？） 

式中 Prandtl 混合长度  可由实验确定，通常取  是 Von-Karman 常数，常取 0.4~0.41.

i
联立  得由 Prandtl 混合长度假说确定的 Boussinesq （运动）涡黏度 

对于图示的  平面上的二维剪切流动  上式成为（取 ） 

本题取（问：是否合理？[1,eq(11.64)]） 

注：上面的推导有问题，或可参考文献 [1] 的第 11.6 节.

假定流动是定常（假设 4A）的、流体所受的质量力为零（假设 5A）、压强梯度为零向量（假设
5B）、流体是匀质的（假设 2B）、流体的动力学粘度为常数（假设 3）. 这些假设使  成为 
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继续假定流动是  平面上的二维流动（假设 6A） 、流动是纯剪切流动

（假设 6B） 、流动在  方向上均匀（假设 4B）. 上述假设使 
 成为： 

以及

式  对  积分一次，得 

上式右端是积分常数，有一定的物理意义. 左端第一项表示粘性应力，第二项表示雷诺应力. 定义量纲一

的雷诺数  （问：这雷诺数和  的联系？）

假定时间平均速度  满足（假设 8）（问：如何通过其他假设推出？） 

上式两边对  求导，得时间平均速度梯度满足 

由于有  下面先将讨论限制在  区域内，再由对称性得出  区域内的情
况.

1. 粘性底层. 
 粘性力主导，故  左端第二项可略，成为 

设下边界是无滑移边界（假设 7），即  式  对  从  到粘性底层顶  积
分，得
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2. 湍流层. 
 雷诺应力主导，故  左端第一项可略，成为 

对于图示的  平面上的二维剪切流动，式  成为（取 ） 

由  得 

上式对  从  到  积分，由  取混合长度  并以由  得到的粘性底层

顶的速度  作为下边界条件，得 

ii
由  得涡黏度分布 

式中  由上式可知，若能补充定义使得  在  处连续  则  在 

 处取得最大值 

由  得速度分布 
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其中，  的选取要满足相容性条件  或  可见，当  时，  具

有一阶连续导数.

iii
现在引入约束：

由  知，在  处，有  故将  区域内的流动分为三层：1) 

 2)  3)  假定在前两层中，速度分布仍符合  对于第三层，应该有
 雷诺应力主导，故  左端第一项可略，式  仍成立. 继续采取 Prandtl 混合长度假

说  从而  也成立. 进一步假定 

则由  得 

由  得 

上式对  从  到  积分，得 

其中下边界由  给出： 

综上，速度分布为
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式中  且  的选取要满足相容性条件  或  可见  具有一阶连

续导数（当 ）. 涡黏度分布为 

式中  可取  以使  在  处连续.
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